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i Eercice 1

Soit f :R — R une fonction continue telle que
Va,yeR, flx+y)=f(x)+f(y)

1. Justifier que pour tout n € N et tout x € R, f(nx)=nf(x).
2. En déduire que pour tout n € Z et tout x € R, f(nx) =nf(x).

3. Soient peZ,qgeN" et r= L €Q, f(r)=ar avec a =f(1).
q

nx
4. Soit x€R, pour n =1 on pose r, = u
n

(a) Montrer que la suite rationnelle (r,),en converge vers x.

(b) Si f est continue sur R ,Montrer que pour tout x € R, f(x) = ax.

i Eercice2

n 1
1. Montrer que pour tout k e N* | f (x_ —x)cos(kx)dx = —
0o 271 k2
2. Soit x €]0,7].
e sin(o) [t Dx
(a) Montrer que pour tout neN*, e'* — = e
1 — elx o
s1n(§)

sin(%)cos(@)

n
(b) En déduire que pour tout ne N*, Z cos(x) = —
£ sin(3)

n (_l)k—l

1. Pour neN*, On pose :A, = ) .
k=1

(a) Montrer que les suites (Agp)nen* et (Agn+1)nen* Sont adjacentes .

(b) Que peut-en déduire pour la suite (A, )nen* ¢

xn

1
2. On pose : In:f dx .

0o 1+x

dx—(-1)"I, =A,.

p LI |
Etabli
(a) Eta zrque[0 Tox

(b) En déduire la limite de la suite (A,)nen*
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R Eercice 4

e
Pour tout entier naturel n, on pose I, = f x(Inx)" dx.
1

1. Calculer Iy et I.

2. Montrer que J, =21, + nl,_1 est indépendant de n. Déterminer sa valeur.

3. Montrer que la suite (I,) est décroissante puis, en utilisant la question 2., démontrer
l’encadrement

e? e?

<Il,<——
n+3 n+2

4. En déduire lim I, et lim nlI,.
n—+0o n—+0o

i Eercice 5

Soient neN, ag,ai,...... ,a5, des nombres distincts de R .
Pour tout k €{0,...... ,n}, on note P}, la fonction polynome définie par :

xX—a;

Prx)= []

i=0,j#k Ok — Qi

Calculer Pp(aj),pour tout j€{0,...... ,n}.

i Eercice 6

arctan(t
Soit f la fonction de R dans R définie par Vte R*, f(¢)= 7() et f(0)=1
1. Montrer que f est continue sur R ,paire et dérivable sur R*.

2x2
——dadx = —
(1+x2)2 1+1¢2

t
2. Montrer que Vi € R, f
0

tion par parties.

+arctan(¢) a 'aide d’'une integra-

t 2x2
3. Montrer sans calculer l'integrale que pour tout Vie R*, 0< | ———=dx<
0 (1+x2)2
213
3

4. de la méme manieére ,déterminer un encadrement du méme type pour tout ¢ €
R~ et déduire
1 ¢ 242
im— | ——5=5dx
t—0t2 Jo (1+x2)2

5. En déduire que f est dérivable en 0 et que f'(0)=0
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i Eercice 7

Soit f: I — R une application deux fois dérivable sur un intervalle I .
Soit a€l et h >0 fixés tels que [a,a+h]c 1
On consideére la fonction définie sur [0,h] :

2
(p:t»—»f(a+t)—f(a)—tf'(a)—%K

ou K est un réel constant.
1. Justifier que la fonction ¢ est deux fois dérivables sur 10,h[ et calculer ¢'(t) et

¢"(t) pour tout t €10,h[
2. Déterminer la constante K pour que ¢(0) = ¢(h)
3. En déduire qu’il existe a €]0, [ tel que ¢"(a)=0.

4. En déduire qu’il existe c €la;a + hl tel que :

h2
fla+h)=f(a)+hf'(a)+ ?f"(c)

Exercice 8

Soit f :R — R définie par f(x) = Tl
x
1. Montrer que f réalise une bijection de R vers ]-1,1].

2. Déterminer, pour y € -1, 1[ une expression de £~ (y) analogue a celle de f(x).

—

On se propose de résoudre l’équation différentielle :

1
(E1): y'+—=y=0
X
1. Soit y une solution de l’équation différentielle (E1) .
t
On pose pour tout t e R:  z(t) = y(et)e_Z.

(a) Exprimer y(x) en fonction de z(In(x)) pour tout x > 0.
(b) Exprimer y'(x) et y'(x) en fonction de z(In(x)), z'(In(x)), et z"(In(x))

(¢) En déduire que t — z(t) est solution d’'une équation différentielle (E2) a
coefficients constants .

(d) Résoudre (E5)
2. Résoudre (E1)
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Soit f: R— R dérivable telle que

limf=limf =2
—00 +00
On consideére la fonction g: [-1,1] — R définie par :

X
)= {f(tan(?)) ; xel-1,1[
g(-1)=g(1)=2

1. Montrer qu’il existe c €]—1,1[ tel que g'(c) = 0.
2. En déduire qu’il existe c € R tel que f'(c)=0.

i Eercice 11

Soit F' la fonction définie sur R™ par :

R"—-R
x2 1
F: x-—»f —dt six¢{0,1}
x Int
F(0)=0et F(1)=In2

1. Etudier le signe de F'.

x2

1
2. Soit x > 0 tel que x # 1. Calculer f —dt
x tlnt

Montrer que : Vx €]0,1[, x’In2 < F(x) < xIn2.
Montrer que : Vx>1, xIn2<F(x)<x?In2.

En en déduire que F est continue aux points 0 et 1 et déterminer llmF .
(o.0]

ono PO oge B8

Montrer que F est dérivable sur 10, 1[ et sur 11, +oo[ et calculer F'(x) sur chacun
de ses intervalles.

g Exereice 12

On définit la suite (up)pen+ par : u, = Z
o ntk

1. Prouver que la suite (u,)nen+ est bornée et monotone .Que peut-on en déduire ?

k+1 dx 1 k-1 dx
2. Etablir que pour tout k> 1 ,f —=- Sf —
k X X k

3. En déduire la limite de la suite (u,)nen>.

X
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i Eercice 13

1
2 2
On pose IO:f e " dx et pour tout entier n >1, I :f x"e™* dx
0

n
1 0
1. Montrer que pour tout neN,ona : 0<1I,<—.
n
2. Déterminer la limite de la suite (I,,)neN -
3. Calculer I.
4. Montrer que pour tout entier n € N.
n+l 1
I,,o=—1I,——
n+2 2 n %
5. Déterminer la limite de nl, lorsque n tend vers+oo.
1
6. Pour tout entier naturel n, on pose U, = 2”:1.
n!
(a) Etablir U Uy =2
a ablir =U,—-——.
n+l " 2e(n+1)

1 1 &1
(b) En déduire que Vn e N,U :E_gkgbﬁ

) L k
Calculer nlirgm];) T h2

g Eereice 15

z—2
Pour z #1, on pose f(z) = Pt
z+1
1. Déterminer l’ensemble des points M d’affixe z tels que :
e f(2) est réel e f(2) est imaginaire pur o |f(2) =1

2. Chercher les points fixes de f (i.e les z tels que f(z) =z).

Soient a et b deux réels avec 0 <a < b, et soit ¢ > 0.
1. Déterminer max(t“_l,tb_l) selon les valeurs de ¢.

2. Montrer que Vx €[a,b], 0<t* ! <max(z®1,¢*70).
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i Eercice 17

Soit p un nombre premier Positif.
1. Montrer que Vke{l,...... ,p—1} pICf,

2. Montrer que YneN n? =n|[p]

n S
Pour tout n €, on pose S,, = — =—
pose S =2 7% NG
1. Montrer que VneN* Sn <vn \/_
2. Montrer que Vne N* =2vn+1-2.

3. La suite (S,,) est-elle convergente?
4. Montrer que la suite (z,) converge et déterminer sa limite.

Soit n € N* . Exprimer a l'aide de factoriels :

a) 2x4x...x(2n)
b) 1x3x...x2n-1)

2n+1
c) le terme général de la suite (u,) définies par ug=1et u,+1 =

n+1

Un

Soit n un entier naturel non nul. Calculer, pour x nombre réel, les sommes suivantes :

n n n
DS, =Y kx*  2)S,=)Y kcostkx)  3)S,= Y ksin(kx)
k=1 k=0 k=0

. 1
Etablir que la fonction f : x — sin(—) n’admet pas une limite 0.
x
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i Eereice 22

Soient f,g: [a;b] — R deux fonctions dérivables,telle que Yx € [a;b],g'(x) #0
1. Montrer que g(a) # g(b).

2. Montrer qu’il existe c € Ja ;b tel que

f(b)-f(a) _ f'(e)
gb)—gla) g'(e)

3. En déduire que lim f/(x) =]/ = lim f&)=fla) =1
x—a* g (x) x—at g(x)— g(a)

g Eereice 23

i1
Pourxe[R—{kE;k €Z} et neN” ,on pose :

n-1
S, (x)= Z cos(kx)

=6 cosk(x)

Déterminer la valeur de S;(x) en fonction de n et x.

1-3x2
1. Montrer que, pour tout x réel, on a : cos(3arctanx) = ——

1 +x2)% .

g Eereice 25

On considere la fonction f : R} — R continue en 1 telle que

VxeR, f(x)=Ff&?)

Montrer que f est une fonction constante surR’ .

1
1. Montrer que, pour tout x réel, on a : cosz(§ arctanx) =

1+ V1+x2
UET
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i Eereice 27

On considere la fonction f : R — R continue en 0 telle que

VxeR, f(2x)=/f(x)

Montrer que f est une fonction constante.

1. Montrer que

1 1
Vx>0, — <In(l1+x)—In(x)<—
1+x x

2. En déduire, pour k e N\ {0,1},

kn 1
lim Z —
n—»+oop:nJrl p

Exercice 29

Montrer
(Vx,y€R), Lx]+lx+yl+ Lyl <12x] +[2y]

Calculer en fonction de n le terme général de la suite (u,) définies par :

up=1,et upi1=2u,+3

g Eereice 31

Soit A,B et C trois points distincts du plan complexe d’affixes a,b et c, respectivement.
1. Montrer que ABC est un triangle équilatéral de sens direct si et seulement si :

a+bj+cj2 =0 ou c+j2a+jb:0
2. Montrer que ABC est un triangle équilatéral si et seulement si :

a?+b2+c®=ab+ac+be
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i Eereice 32

Calculer la somme suivante :

n
Y sin?(kx)
k=0

g Eereice 33

2n

1—

Soitw=e 7 .on pose:

a=w+w?+w* et b=wd+wd+wb

2. Calculer a+b et ab. En déduire a et b

1. Montrer que a et b sont conjugués et que la partie imaginaire de a est positive.

Calculer lintegrale suivante :

1
X
[
0 x“+x+1

g Exereice 35

Pour neN, on pose :F, = 22" +1
1. Montrer que pour tout 2 de N*, F, devise F,,; —2

2. En déduire que pour p #q, F,AF,=1.

Calculer en fonction de n le terme général de la suite (u,) définies par :

uo=1 et upt1=up,+2"

i Eereice 37

Calculer en fonction de n le terme général des suites (u,) définies par :

3(n+1)
2n

uop=1 et upi1= Up
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Exercice 38

Calculer en fonction de n le terme général des suites (u,) définies par :

up=1 et up+1= ZuZ

Exercice 39

Calculer lintegrale suivante :

1 1
[
0 x“+x+1

Exercice 40

Soit w une racine septiéme de I'unité distincte de 1. Simplifier le nombre

w w2 w4

a= + +
1+w?2 1+w?* 1+w®

Exercice 41

Calculer les integrales suivantes :

s

27
1) f cos® xsinxdx 2) f : sin® xdx
0 0

b4

2 9 4 T3 2
3) f cos“xsin” xdx 4) f cos’ xsin“ xdx
0 0

Exercice 42

Soient a,be€Z* et n e N*.
1. a" Ab" =(anD)”

2. a"|b" < a|b

10



